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f< Sur la Diffraction des Ondes Eleetriques : a propos cFun Article" 
de M. Macdonald.” Par H. Poincare, For. Mem. E.S. 
Eeceived May 4,—Eead May 28, 1903. 

1. Dans le No. 472 des Proceedings, M. Macdonald a publie un 
article intitule : “ The Bending of Electric Waves round a Conducting 
Obstacle,” sur lequel je desire presenter quelques observations. On a 
annonce recemment que M. Marconi avait reussi a envoyer des signaux 
de telegraphie sans fil d’Angleterre en Amerique. Quelle que soil la 
sensibilite du cohereur, ce resultat est bien fait pour nous surprenclre 
pour deux raisons: a cause de la grande distance cFabord, et a cause de 
la eourbure de la Terre. Evidemment il faut admettre qiFune grande 
partie de la radiation a subi une diffraction considerable, pour pouvoir 
contourner Fobstacle forme par la Terre. 

LImportance de cette diffraction est-elle uniquement due a la grande 
longueur des ondes ? M. Macdonald ne Fa pas pense. Nous savons 
que M. G-ouy a observe des phenomenes, qu’il appelle de diffraction 
eloignee, en concentrant de la lumiere sur le tranchant d’un rasoir. 
lies rayons lumineux subissent ainsi des deviations considerables. J ? ai 
fait dans les c Acta Mathematical la theorie de ces phenomenes, et fai 
montre qu’ils sont independants de la longueur cFonde, pourvu que le 
rayon de eourbure du tranchant et la distance de ce tranchant an foyer 
oil se concentre la lumiere restent du m£me orclre de grandeur que 
cette longueur d’onde. 

D’apres M. Macdonald, il se passerait quelquechose cFanalogue en 
telegraphie sans fil; Fonde emanee cFun excitateur clont la distance an 
sol est de Fordre de la longueur cFonde, suivrait la surface de la sphere 
terrestre sans s’affaiblir sensiblement. Il y a la une idee qui au 
premier aborcl est assez secluisante ; mais si on examine de plus pres 
Fanalyse de M. Macdonald on voit qu’il n’a pas suppose que la source 
de lumiere soit a une distance du sol comparable a la longueur cFonde. 
Ses formules restent, ou semblent rester, applicables quelle que soit cette 
distance. Si alors la lumiere reste sensible quelle que soit la longueur 
cFonde et quelle que soit la position de la source, cela veut dire qu’il 
fait jour pendant toute la nuit; cette conclusion est trop manifestement 
contredite par Fexperience. 

Il est vrai que M. Macdonald suppose que le point d’oii Fon observe 
la lumiere est situe sur la surface meme de la sphere terrestre; on 
pourrait imaginer alors qu’il y a une couche tres mince, cFepaisseur 
comparable a la longueur cFonde oil la lumiere est sensible, et qu’en 
dehors de cette couche elle est insensible. Mais en regardant de plus 
pres, on voit que Fanalyse de M. Macdonald s’applique tout aussi bien 
si on observe cFun point quelconque de Fespace. Il y a clone dans cette 
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analyse nn point faible, et il importe cle le clecouvrir afin de voir ce 
qni reste de ses conclusions. 

2. Bappelons le principe de l’analyse de M. Macdonald. Intro- 
duisons les fonctions de Bessel: 


C+i 2n —1 

J n (x) = A n x n e zx (f+ 1 )~2 dz . (1). 

f 00 2n~l 

et I n (x) = e zx (z 2 + 1 )~ 2 “ . (2). 

^ i 


Toutes deux satisfont a Tequation differentielle 


j"+-+d 



(3). 


La premiere est caracterisee par ce fait qu’elle reste fmie dans toute 
Tetendue du plan, et la seconde parce que pour x tres grand elle est 
sensiblement proportionnelle a 

e ix 

Jx 


Elle ne cliffere que par un facteur constant de celle que M. Macdonald 
appelle K n . Quant a A n et A' n ce sont cles coefficients constants sur 
lesquels nous reviendrons. 

Bevenons au probffime qui nous occupe. Prenons pour axe des z la 
clroite qui joint le centre de la Terre a Texcitateur; appelons r la 
distance du point considere au centre de la Terre, et p la distance a l’axe 
des z. Prenons pour unite le rayon de la Terre de telle sorte que 
r = 1 soit Tequation de la surface de la Terre. Posons enfin z — r/x. 

Soit 2'irjh la longueur cTonde, les forces electriques ou magnetiques 
dependront des lignes trigonometriques de Tangle JcVt, si Y est la 
vitesse de la lumiere; et je pourrai, par un artifice bien connu, 
supposer que cbacune de ces forces est la partie reelle cl’une expression 
imaginaire proportionnelle a e~ ikYt . Supposons done que la force 
magnetique soit la partie reelle de 

X t e ~ilcVi 

P 


ou \p est une expression imaginaire independante du temps. M. 
Macdonald indique d’abord quelle est la forme generale de Texpression 
il trouve: 

/7J> 

f = Vr2 [B,J„ +i {hr) + C (l I, i+ #r)] (1 - X) . ( 4 )> 

P w designant le polyn6me de Legendre. 

C’est la la solution la plus generale de Tequation: 


<?±, 

dp* 




dp* 


( 5 ), 
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a laquelle doit satisfaire ^ (en dehors des sources) toutes les fois que les 
sources sont distributes de telle fa^on que tout soit de revolution 
autour de Faxe des Si nous considerons une sphere de rayon a , et 
si en dehors de cette sphere il n’y a pas de source, alors a VexMrieur de 
cette sphere, la fonction ^ devra etre representee par une expression de 
la forme (4); de plus, pour r tres grand, nous clevrons avoir des termes 
contenant en facteurs l’exponentielle : 

e ik(r-Vt) 9 

et qui correspondent a des faisceaux clivergents s’eloignant des 
sources, et ne pas avoir de termes contenant en facteurs Fexponentielle 
e~ ik F + Vt ) et qui correspondraient a des faisceaux convergeant vers les 
sources. II en resulte que les coefficients B n sont nuls. 

Supposons au contraire qu’il n ’y ait a Vinterieur de la sphere de rayon 
a ni source ni surface refiechissante comme serait a la surface de la 
Terre dans le probleme qui nous occupe. Alors a Finterieur de cette 
sphere la fonction ^ sera encore representee par une expression de la 
forme (4), mais comme cette fonction doit demeurer finie pour r — 0 ce 
sont les coefficients C n qui seront nuls. 

Dans le probleme qui nous occupe nous poserons: 

^ = fa + fa, 

oil fa y sera ce que serait la fonction ^ avec la meme source, si la surface 
refiechissante de la Terre etait supprimee. On aura alors : 


fa 


cl & 


dp R * . 

R etant la distance du point considere a la source; soit a la distance 
de cette source au centre de la Terre, a Fexterieur de la sphere de rayon a 
on aura 

h = Vr2C'J„ + jQ„, . (4 bis), 

~ v^/'24) n ,J :l | . (4 t&v). 


et a Finterieur 


C ' n et B' n sont des coefficients constants, et jai pose pour abreger : 

Q» = (i 

D ? autre part, a Fexterieur de la sphere de rayon 1 on devra avoir: 

Ci = aasa/'Wi-Q,,. 

On determinera les coefficients constants C»" par la condition : 


# 

dr 


0 , 
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qui doit 6 tre satisfaite pour r = 1. On trouve ainsi: 

0 = d p + lfl = VrSB',, Q„ + Q„ 

dr dr dr dr 
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d’oii la condition 


+ 7=2 (B + J 4 - C nIft + &)Qtt 

2 vr 


B'„ + 0"„ %- 2 ) + ~ (B'„J » +2 + C" n I„ +2 ) = 0 


( 6 ), 

( 7 ), 


qui doit 6 tre satisfaite pour r = 1 et qui determine C"». 

Mais si la longueur cl’onde est tres petite, k est tres grand et I„ + | est 
sensiblement egal a : 

e u 


A 


pikr 


Jkr 


A 4tant une constant©, sa d4riv4e par rapport k r est sensiblement 


ikA 


pikr 


de sorte que Ton a sensiblement 

dl»+l 


Jkr 




et par consequent, 


dr 

w- a *' + s*' 


( 8 ), 


ou encore comme k est tres grand par rapport k \jr 


#2 = l 

If ~ 


ik\p2 


(8 bis). 


La condition ( 6 ) devient done 

#i 


dr 


-ik\p2 = 0 


de sorte qu’on a pour r = 1 , 

^ = ■^1 + ^2 = h + 

II est aise de constater que cette expression ne s’annulle pas, et meme 
n’est pas tres petite, de sorte que sur la surface meme de la sphere 
terrestre il devrait rester de la lumiere. 

Si nous supposons maintenant r^>l ; et si nous appelons I° u + 4 , ^ 2 °, 

\pi°, les valerirsde l n +\. fa, fa, pour r = 1 , nous 

dr, dr ' dr dr 


aurons :— 
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1 + l — i +1 


oikr 


** Jr 


fa = ^ 2 °^ r = i -y 1 ' - r ; 


dr 1c ’ 


et on aurait 


xjy = fa + i/y = fa + a e i]cr . 

heir 


Ainsi il devrait y avoir encore de la lumiere, meme d Vexterieur de la 
sphere terrestre ; e’est ce que j’avais annonce plus haut„ 

3. Ce resultat etant manifestement errone, il faut chercher quel est 
le point faible de l’analyse precedente. C’est evidemment la faeon dont 
nous avons etabli les egalites (8) et (8 bis). Nous avons : 

y 2 - ikh - l r = Vf2C"» - ikU+i) Q n (9). 

Le second membre de (9) est une serie dont tous les termes tendent 
vers zero quand k croit indefiniment. Nous en avons conclu que 
la somme de la serie tendait aussi vers zero, et que par consequent le 
premier membre de (9) etait sensiblement nul pour k tres grand, ce 
qui nous donnait Tegalite (8). Metis cette conclusion ne scrait Ugitime 
que si la sdrie 4tait uniformtfment convergent , fentencls uniformdment par 
rapport d k 

Or, la condition n’est pas remplie pour notre serie, et i.1 est aise de 
constater d’abord qu’elle ne Test pas pour la serie analogue 

'»(%*-)0» 

formde a Faide de la serie (4 bis). Si elle Petait en effet, on aurait: 

.( io >> 


et comme Texpression de fa est connue et tres simple, on voit im- 
mediatement qu’il n’en est pas ainsi. Cette relation (10) si elle etait 
exacte, entrainerait comme consequence que 


fa = 


d e ik * 

p d P i; 


serait le produit d’une fonction de r par une fonction de y, ce qui 
manifestement n’est pas vrai. 

4. Ce qui precede se rattache immediatement a l’etude des potentiels 
generalises. Je designe ainsi les integrates de la forme 


f pikll 

W= \lfa d,r, 


oil l’integration doit etre etendue a tous les elements do- d’une surface 
ou d’un volume attirant; oil h est une fonction des coordonn^es de 
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Telement da -, representant la densite de la matiere attirante; oil 
enfin R designe la distance de cet element dor au point de coordonnees 
courantes. 

On aura d’ailleurs pour W une formule analogue a (4) 

W = 2 [E*J„ + * (hr) + (hr)] P n> . (11), 

oil P n est une fonetion spherique d’ordre n, qui se reduit au polyn6me 
de Legendre, si comme nous le supposons iei tout est de revolution 
autour de l’axe des z. 

Soient 


les coordonnees de Telement do ■; si tout est de revolution autour de 
Taxe des 0 comme nous le supposons, h ne ddpendra que de r et de /x'. 
On aura d’ailleurs : 


'p = p 


dW 

dp 


Si toutes les masses attirantes sont a Tinterieur de la sphere de 
rayon a, on aura a l’exterieur de cette sphere: E# = 0; et d’un 
raisonnement tout pared a celui qui precede, il semblera resulter que 
Ton doit avoir : 


Seulement ici, il sera plus aise de voir dans quels cas ce raisonnement 
est legitime. 

Commengons par etudier le cas d’un potentiel de simple couche 
repandu a la surface d’une sphere de rayon 1 ; nous devons done 
supposer que Ton a 

r — 1, dor — dp!d,0\ 

et que h est fonetion de p! seulement. 

Nous examinerons seulement deux cas : 1° celui oil li est une fonetion 
continue inclependante de k; 2° celui oil Ton a: 

h = e if ' z JiQ, 

Z et h 0 etant des fonctions continues independantes de h 

Dans le premier cas, la densite de la matiere attirante ne varie que 
lentement sur la surface de la sphere; dans le second cas, au contraire, 
elle varie tres rapidement, et d’autant plus rapidement que h est plus 
grand. On aura alors : 

W = 

Dans le premier cas, Z se reduit a zero et h 0 a h. 
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Pour aller plus loin, envisageons d’abord Fintegrale simple : 

j" gik<f> (z)dz^ 

J a 

oil e t \jy sont des fonctions de 2 que nous supposerons holomorphes et 
indepenclantes de k dans la region envisagee. Nous supposons que 
a et b sont reels, que Integration se fait le long d’un chemin reel, et 
que pour 0 reel les fonctions et if* sont reels. 

Nous allons deformer ce chemin d’integration de fa 9 on que le long 
du nouveau chemin la partie imaginaire de </> {z) soit positive sauf en 
certains points exceptionnels pour lesquels elle sera nulle. 

II est toujours possible de deformer le chemin de cette maniere, et les 
seuls points exceptionnels qu’on est oblige de laisser subsister, et pour 
lesquels la partie imaginaire de <f> (z) doit rester nulle, ce sont les 
extremites du chemin a et b, et d’autre part les points ou le chemin 
doit traverser l’axe des ,2 reels, parce que la region oil la partie 
imaginaire de <j> (z) est positive, passe d’un cdte a l’autre de cet axe 
des £ reels ; ces points sont ceux pour lesquels la derivee cj>' (z) est 
nulle. Par exemple si on suppose <£ (z) = z 2 ; et z — x + i y ; la 
region oil la partie imaginaire est positive est donnee par 1’inegalite 
y x > 0 ; done pour x < 0, on doit avoir y < 0, et pour x > 0 on doit 
avoir y > 0; done quand x passe par la valeur zero, notre region 
passe d’un cdte a l’autre de l’axe des x ; si clone nous voulons que notre 
chemin cl’integration reste constamment dans cette region, nous ne 
pouvons eviter de le faire passer par l’origine. 

Toutes les fois que la partie imaginaire de </> (z) est positive, 
rexponentielle e tend rapidement vers 0 quand on fait croitre & 
Si done k est tres grand, on aura une valeur tres approchee de 
Fintegrale, en reduisant le chemin d’integration aux parties tres 
voisines des points exceptionnels. Soit done gc Fun des points 
exceptionnels autres que a et h ; notre integrate se reduira a fort peu 
pres a : 



Nous sommes clone ramenes au calcul d’integrales de la forme : 



Soit alors II + A (z - cc) m , B (z - a)P les premiers termes du 
developpement de <fc et de i/' suivant les puissances de z - oc; on aura 
touj ours avec la meme approximation : 

i 00 f 0 

K = e im B e ikAzm &Pdz, K' — e im B e ikAzm z^dz. 

Jo j -* 
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On doit dans ces integrales faire tendre z vers Tinfini (limite 
superieure ou inferieure d’integration) avec un argument tel que 
e ikAzm tende vers zero. Ces integrales sont des fonctions euleriennes 
faciles a ealculer. 

Si maintenant les fonctions </> ( z) et xj/ (z) sont periodiques de 
periode b — a, nous pouvons supprimer les termes correspondent aux 
deux extremites a et b et ne plus considerer ces points a et b comme 
exceptionnels. On a en effet 



et nous pouvons donner a h une valeur imaginaire telle que 
4> (a -f h) — y> (b + h) ait sa par tie imaginaire positive. 

Les seules parties du chemin d’integration qu’il y a lieu de conserver 
sont celles qui avoisinent les points oil <fi' (z) est nul. 

Les memes considerations peuvent s’appliquer aux integrales doubles 
de la forme: 

j* dx dy 

etendues a une aire plane S limitee par une ligne fermee L. On 
verrait sans peine (soit en integrant d’abord, par rapport a y, puis 
par rapport a x, et appliquant chaque fois les principes que nous venous 
d’etablir, soit en s’appuyant sur les proprietes des integrales doubles 
imaginaires), comme nous venons de le faire sur celles des integrales 
simples imaginaires, on verrait, dis-je, que l’on peut reduire l’aire 
d’integration tout entiere aux parties voisines de la ligne L, et aux 
parties voisines des maxima, minima et minimax de la fonetion 
</> (x, y ), et dont le calcul pourrait se faire aisement. 

II en serait de m6me pour l’integrale 

^dWxf'dcr, 

etendue a tous les elements dv d’une aire courbe S limitee par une ligne 
fermee L, et situee sur une surface fermee 2. Quant a <f> et y^, ce sont 
bien entendu des fonctions analytiques des coordonnees de l’element 
dor. 

Si nous supposons que l’int^gration soit etendue a la surface fermee 
tout entiere, et qu’il n’y ait plus de ligne L, il suffira de reduire la 
surface d’int^gration aux parties voisines des maxima, minima ou 
minimax de la fonetion <f>. 

Eevenons au probleme qui nous occupe, et commen 9 ons par le premier 
cas, celui oil 

W = 


VOL. LXXII. 


E 
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h etant independant de k; il suffira alors de reduire le champ 
d’integration aux parties voisines des maxima de R. Soit M le point 
de coordonnees courahtes, P le centre de gravity de IMlement da-; R 
n’est autre chose que la distance MP. Le maximum et le minimum 
de la distance MP = R correspondant aux deux intersections de la 
sphere avec la droite MO qui joint le point M au centre de la sphere; 
leur valeur est r+1 et r ~ 1. Soit alors P 0 et F l les deux points 
d’intersection de la sphere avec MO ; pour un point P voisin de Po on 
aura sensiblement MP 2 = (r + l) 2 + PP a 2 et pour un point voisin de P 1 
ou aura MP 2 = (r - l) 2 + PPi 2 d’oii: 


R - (r+l) + 


PPo 2 

2(7-1)’ 


R= ('/' - 1)4 


FPr 

Hr-iy 


On voit alors que l’intdgrale W peut se reduire aux parties pro- 
venant du voisinage des points P 0 et Pi; le voisinage de P 0 nous domic 
sensiblement un terme de la forme: 


fiik(r+ 1) 

ir } ' 

et le voisinage de Pi un terme de la forme 

&Wr- 1) 

' k ~~^ 9 

f et/i etant independants de k. Nous aurons done sensiblement 
W - Wr+Vf+Wr-Dfi 

IT * 


Le terme le plus important de dW/dr , celui devant lequel les autves 
doivent etre ndgigles, est alors: 


On a done 


dW 

dr 


i[e*(r+l)f +e ik(r- 


dW 

dr 


iicW , 


ce qui est bien le resultat auquel aurait conduit le raisonnement de 
M. Macdonald. 

Mais passons maintenant au second cas, et pour pr^ciser da vantage, 
soit Q un point fixe ext($rieur a la sphere et que nous appellerons la 
source; nous supposerons que Z n’est autre chose que la distance P Q. 

Voici ce qui justifie ce choix. Nous avons vu plus haut que ^ L > 
devait §tre d^fini par la condition 


dip 2 __ dipi 

dr dr 
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dip] -j 

<jui doit §tre satisf aite pour r = L Or, preeminent P our r ^ J 
est de la forme 

<# p % 0 , 


le point Q etant Pexcitateur, et h 0 restant fini pour k tres grand. 
L’analogie des deux probEmes est ainsi mise en. Evidence. 

Soit done : 

w = pi (K+Z) d<r. 


On pourra reduire la surface d’integration aux parties de la sphere 
voisines des maxima, minima et minimax de 


K + Z « MP + PQ. 

Les minima de M P + P Q correspondront evidemment aux points P 
qui sont en ligne droite avec M et Q, e’est a dire, aux deux points 
d’intersection P 0 et Pi de la sphere avec la droite M Q. 

On obtiendra encore des maxima et des minimax en construisant 
des ellipsoides de revolution ay ant M et Q pour foyers et tangents k la 
sphere. Si les deux points M et Q sont voisins de la sphere, on 
obtiendra ainsi deux points reels P 2 et P 3 . Alors notre champ etant 
r^duit au voisinage des points P 0 , Pi, P2, P3, et comme d^illeurs 


MP0 + P0Q - MPx + PiQ - MQ, 

on aura sensiblement, par un calcul tout pareil a ceux qui precedent: 
w = 1 + e»(MP 3 +P 2 Q)/ 2 + ^■<MP 3 +P 3 Q)y 3 ] ( 

k 


/i> f‘2) et / 3 restant finis pour k infini, et on en deduit 


= i \e imQ lfi cos C61 4* 6 a ‘(- VIp 2 +p 2 < i>/2 cos a 2 + ^< MP 3 + p 3 Q) f ?> C os a 3 J, 
dr 

oil a 1, a 2 et a 3 d^signentles angles que font les trois droites M Q, M P 2 
et M P 3 avec le rayon vecteur MO. On voit ainsi que la condition 


dW 

dr 


aw, 


a laquelle conduirait le raisonnement de M, Macdonald 11’est pas 
remplie. 

II est done certain dans ce cas que la convergence des series proc^dant 
suivant les fonctions de Bessel n’est pas uniforme. 

Ces considerations suffiront, je pense, pour faire comprendre le point 
faible du raisonnement de M. Macdonald * il serait important de 
reprendre les calculsen tenant compte de cette difficult^, car il y a lien 
de se demander si les r&ultats obtenus par M. Marconi peuvent 

e 2 
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s’expliquer par les theories actuelles, et sont dus simplement a 1’exquise 
sensibility du cohereur, ou s’ils ne prouvent pas que les ondes se 
reflechissent sur les couches superieures de Tatmosphere rendues con- 
ductrices par leur extreme rarefaction. 


“ The Measurement of Tissue Fluid in Man. Preliminary Note.” 
By George Oliver, M.D., F.R.C.P. Communicated by Sir 
Lauder Brunton, F.R.S. Received in revised form May 18, 
—Read June 11, 1902. 

The object of this preliminary note is to indicate a method by which 
the tissue fluid in man may be measured, thus enabling the observer 
to ascertain the conditions under which it is effused and disposed of. 

In the course of some observations made with the view of eliminating 
tissue fluid as a cause of variability in the samples of blood obtained 
for examination, I found that the rolling of a tight rubber ring over 
the finger from the tip to beyond the interphalangeal joints will, as a 
rule, considerably raise the percentages of the blood corpuscles, and of 
the haemoglobin. I could not arrive at any other conclusion, than that 
the ring not merely empties the vessels, but likewise clears away any 
tissue fluid present in the skin and subcutaneous tissues. The needle, 
in puncturing the capillaries, liberates a certain portion of lymph from 
the areolar tissue which surrounds them, and this dilutes the blood. 
When, however, both fluids have been dispersed as much as possible 
by the compression of the firm rubber ring, a jDuncture made just before 
removing the ring yields blood per se; for the blood instantly returns 
to the vessels, whereas an appreciable interval must elapse before the 
lymph reappears, or is exuded afresh. I, therefore, inferred that the 
reading of the difference in the percentage of the corpuscles, or of the 
haemoglobin, before and after the use of the ring, provides a measure 
of the tissue-lymph, and makes the study of the circulation of it in 
man possible. 

This simple method having furnished somewhat unexpected results, 
I naturally accepted them at first with reserve; and, for some time, 
the data were allowed to accumulate, until at last it was quite apparent 
that they invariably fell into the same order. Inasmuch as the method 
did not provide results which were exceptional or erratic, or contra¬ 
dictory and unaccountable, reliability on it became gradually established 
by the mere repetition of the observations. 

A number of observations have been made on normal subjects 
leading a quiescent life, with comparative rest of the muscles; and on 
persons subjected to varying degrees of exercise, and to different 



